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Introduction
Le but de ce travail est ’étude de quelques propriétés des opérateurs de Fredholm

et I’application indice.

Or les mots opérateurs de Fredholm sous entendent opérateurs linéaires, espace de Ba-
nach, qui sous entendent espaces vectoriels normés.

L’opérateur de Fredholm est un concept d’analyse fonctionnelle qui porte le nom du
mathématicien suédois Ivar Fredholm (1866 /1927).

Si A est un opérateur borné, A est dit de Fredholm si 'image de A est fermé, la dimension
du noyau de A et la codimension de I'image de A sont finies.

Ces opérateurs sont caractérisés par le théoréme d’Atkinson :

Théoréme 0.0.1 Pour tout opérateur borné A sur un espace de Banach E, les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1- A est un opérateur de Fredholm ;

2- il existe un opérateur borné S sur E tel que I — SA et I — AS soient de rang fini ;
3- il existe un opérateur borné S sur E tel que I — SA et I — AS soient compacts ;
4- la classe de A dans l’algébre de Calkin B(E)/K est inversible.

Dans le présent travail, on s’intéressera a I’étude de ses opérateurs et on donnera

quelques théoréme de Stabilité :

-plus précisément, ajouter & un opérateur de Fredholm un autre opérateur de norme
suffisamment petite redonne un opérateur de Fredholm de méme indice.

- Ajouter & un opérateur de Fredholm un opérateur compact redonne un opérateur de
Fredhom de méme indice.

-Le produit de deux opérateurs de Fredholm redonne un opérateur de Fredholm.

-La transposition d’'un opérateur de Fredholm redonne un opérateur de Fredholm.

Dans le chapitre I, on rappellera des notions classiques de base sur les opérateurs borné
et non bornés, leur ensemble résolvant et quelques résultats importants .

Le chapitre II est un rappel sur les opérateurs compacts et leur propriétés spectrales.
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Dans le chapitre III, on etudiéra les opérateurs de Fredholm et semi-Fredholm et nous
en donnerons quelques théoréemes importants.

Le premier axe est constitué par le théorie, désormais classique, des opérateurs semi-
Fredholm dans un espace de Hilbert, c’est a dire des opérateurs linéaires fermés A de domaine
D(A) et image R(A) contenus dans un espace de Hilbert H tels que R(A) est fermé et
min(dim N(A), codim R(A)) < +oc.

Les opérateurs semi-Fredholm ont deux propriétés importantes tout d’abord un pro-
priété de stabilité qui peut s’enoncer ainsi; si on munit I’espace de tous les opérateurs fermés

(bornés ou non) sur H de la métrique

9(A, B) = || Paay — Pa)ll-

Alors I'ensemble des opérateurs sF'(H) est ouvert dans cet espace.
En d’outre mots, 'ensemble des opérateurs sF'(H) est stable par rapport a toutes les
petites perturbations. En outre, on facilement demontrér que la condition
min(dim N(A), codim R(A)) < 400 est nécessaire pour l'existence de cette stabilité.
D’autre part, dans [16] on a montré que si un opérateur A € sF', alors on peut lui
associer une décomposition de H comme somme directe de deux sous espaces véctoriels

fermés M et N tels que:
(i) M et N sont invariants par A
(ii) A |y est régulier

(iii) A |y est nilpotent



Chapitre 1

Rappels et Notions Fondamentales

Dans ce chapitre, on donne des définitions et généralités des opérateurs bornés et opérateurs

non bornés sur un espace de Hilbert de dimension infinie.

1.1 Opérateur borné
Définition 1.1.1 :(Produit scalaire)

Soit £ un C espace vectoriel, s’ il existe un nombre complexe Z = (p, 1) pour tout

couple de vecteurs ¢ et ¢ dans F qui vérifie les conditions suivantes :

1) (p,0) 20 et (p,p) =0 =0;
2) (p,¢) = (¥, ) Yo,9 € E;
3) (p+,w)=(p,w) + (Y,w) Vp,¥,w e E;

1) (Ao, v) = XN, 9) Vo, e E VAeC.
alors (¢, 1) est dit produit scalaire de ¢ et 1, et on le note par (., .).

Définition 1.1.2 : (Espace normé)
Soit E un espace vectoriel sur le corps k =R ou C, on dit que E est un espace vectoriel

normé s’il est muni d’une norme, ||.||g : E — k vérifiant les propriétés suivantes:
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1. |f|l=0<= f=0,VfeE.
2. [MAF=IATIALYS € B, VA € k.
3. M+ gl <IfIl+llgll. V.9 € E.

Définition 1.1.3 (Espace de Banach )
On appelle espace de Banach (E,||.||) tout espace vectoriel normé qui est complet pour

la distance déduite de sa norme d(p,v) = ||[¢ — 1|

Définition 1.1.4 :(Espace Euclidien (préhilbertien))
Un espace voctoriel & sur k est dit en espace euclidien ou préhilbertien s’il est muni

d’un produit scalaire.

Définition 1.1.5 (Espace de Hilbert )

On appelle espace de Hilbert tout espace préhilbertien complet et on le notera par H
Exemple 1.1.1 :

1. L*([a,b]) L’espace des fonctions de carreés intégrables sur [a, D] ,i.e

/b|f(:r:)|2dx<oo.

2. L’espace [?definie par
P={a=(2); ; x,€C)Y |a7|<oo},
=1

muni du produit scalaire

k
<l’,y> = Zx]y_] P
=1

est un espace de Hilbert.
Corollaire 1.1.1 :Tout espace de Hilbert est un espace de Banach.

Preuve. 23] =
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1.1.1 Projection orthogonale

Définition 1.1.6 (Opérateur de projection)

Soit H un espace de Hilbert, si P> = P, P est appellé un opérateur de projection,
Si M = R(P) , alors P est appelé projection de H sur M et dans ce cas on obtient la
décomposition suivante :

H = R(P)@® N(P) et pour tout p € H , ona : ¢ = Pp+ (I — P)p.

Si en outre P est auto-adjoint, alors P est appelé projection orthogonale.

Définition 1.1.7 (Orthogonalité)

Deuz éléments ¢ et 1) d’un espace de Hilbert H sont dits orthogonauz si (¢,1) =0, on
écrit alors ¢ 1 1. On dit que deux parties E et F' de H sont orthogonales si tout élément
de E est orthogonal a tout élément de F', on écrit alors B 1 F' .

L’orthogonal d’une partie E de H, noté F*, est l’ensemble des éléments de H orthogo-

nauxr o F.
Exemple 1.1.2 :

1- Soit a calculer

1
min/ | 2% —ax?® —bx — ¢ | dx

abe J_4

Considérons L? (—1,1) I'espace de Hilbert des (classes de) fonctions de carré sommable
sur l'intervalle [-1,1] relativement & la mesure de Lebesgue. Le produit scalaire sur L? (—1, 1)

est défini par:

1
(r9)= [ s
-1
Soit H le sous-espace Hilbert des polynomes de degré inférieur ou égal & deux a coeffi-

cients réels et posons g(x) = x®. F € H étant un sous-espace Hilbert de dimension finie,

engendré par les polynémes

po(z) = 1, p1(2) = 2, pa(z) = 2°.

est donc un convexe fermé de L? (—1,1). Il s’agit de trouver le polyndéme p € F
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qui minimise la distance du polynéme g au sous-espace F' et de calculer cette distance.
Posons

p = Copo + c1p1 + Cap2, bj =(9,p;), aij = (D, Di)

On vérifie rapidement que by = by = 0,6, = %, et que

2 2
agp = 2,411 = Qo2 = 30022 = 001 = 012 = 0.

Il en résulte que cg = co =0 et ¢; = g, la projection orthogonale du polyndéme g sur le
sous-espace F' est donc

3z 8
Ppg(z) == et || g— Prlg) II’= —

5 175
On en déduit que

1

8
min/ | 2® —az? —bx —c| dv = —.
abe J_4 175

et que ce minimum est réalisé lorsque a = c=0et b = % Voyons maintenant ’avantage

a disposer dans F' d’une base orthogonale on peut vérifier facilement que les polynémes

vo(x)

1, v(z) =2, wv(r)=23z"—1.
forment une base orthogonale du sous-espace F'. On en déduit que

Vo (%1 (%)
P g) =1(9,0)7—— +(9,01)7—5 + (G, V2) 5
#(9) = (90 T T I TE T R T

Des raisons de parité évidentes montrent que (g, v9) = (g,v2) = 0, et que

(g,v1) = 2 et || vy ||?= 2 . 1l en résulte que Pp(g) = 2x.



1.1. Opérateur borné

1.1.2 Opérateur borné

Définition 1.1.8 :(Opérateur linéaire)
Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur défini sur H dans H est dit linéaire, s’il
vérifie les conditions suivantes :

pour tout v, 1 dans H, o et 5 dans R ou(C)
e Alp) € H.
o Alap + ) =aA(p) + BA(Y).

Définition 1.1.9 (Opérateur continu)
Un opérateur linéaire A défini sur un sous-ensemble G C H dans H est dit continu au
point @, de G si pour toute suite @, de G qui converge vers ¢, la suite (A(p,,)) converge

vers A(p,). C’est a dire :

lim A(gp,) = A lim (p,) = A(p)

n—-+oo n—-+4oo

Remarque 1.1.1 :L’opérateur linéaire A est dit continu sur G s’il est continu en chaque

point de l’ensemble G.

Définition 1.1.10 (Opérateurs linéaires continues):

Soit H un espace de Hilbert, on note L(H, H) l’ensemble des opérateurs linéaires con-

tinues de H dans H, on notera aussi L(H) = L(H, H).

Définition 1.1.11 (Opérateur borné)
Un opérateur linéaire A défini sur H est dit borné, s’il existe une constante positive
C >0, telle que
A | <Cllell veel, (1)

On note L(H) L’ensembles des opérateurs linéaires borné sur espace de Hilbert H .

Proposition 1.1.1 La plus petite valeur positive des constantes C' vérifiant la relation (1)

est appelée la norme de A et sera noté par || A || :

L A(e) I
I Allean=Il A ll=sup—=—== = sup || A(p) [= sup [ A(p) |

o0 | @ 0.l <1 o]l =1
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Preuve. :voir[23] =
Exemple 1.1.3
e [: C([0,1]) — C([0,1])
est bien borné car :
[z|| = llzf| < cllz] ;Ve=1 Ve H,
e soit H = L?*([0,1])
A : H—H

foo Af() = / (z — )£ (1)t

A est borné car:
1

A = [ AfG) P do = / | / (o — 1) f(t)dt |* da

0

T

(/\(w—t) |2dt)dx+j7|f<t) 2 dtda

0

[\
D\H

1

3 X
= 15 [ 150 Panas < 1117,

0

1
IAFI? < S IR € 12,

1 1
Vﬂﬂ7047?~

Proposition 1.1.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

= [|Af] <

1. A est continu sur H

2. A est borné, c’est-a-dire, il existe C' > 0 telle que pour tout ¢ € H
A | <Cllel VoeH.

Preuve. 23] =
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Définition 1.1.12 :(Image d’un opérateur)
Soit un opérateur A € L(H), on appelle image de A et on note R(A) [’ensemble:

R(A)=:{¢p € H telquey =Ap etpec D(A)}.

Définition 1.1.13 (Noyau d’un opérateur)
Soit A € L(H), on appelle noyau de A et on note N(A) l’'ensemble:

N(A) :={p e D(A): Ap = 0}.

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de représentation de Riez(1918)) Soit ¢ € H il existe
f € H unique tel que
(p,0) = (fiv)  VveH.

De plus on a

| F =l

1.1.3 Inversibilité d’un opérateur

Définition 1.1.14 (Opérateur inversible)

Un opérateur A € L(H) est dit inversible s’il admet un inverse dans L(H). C’est a dire:
1S € L(H) tel que SA=AS = 1.
S est appelé l'inverse de A et est noté par A7

Remarque 1.1.2 L’inverse d’un opérateur borné n’est pas toujours borné.

1.1.4 Convergence des opérateurs

Définition 1.1.15 (Convergence des opérateurs)
Soit H un espace de Hilbert et {A,}, une suite d’ opérateurs bornés de L(H).
On dit que (A,) est convergente vers A dans L(H) si et seulement si :|| A, — A || o

est convergente vers 0 dans R. Autrement dit :

A, — A dans L(H) <= A, — A ||c(y— 0 dans R.
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1.1.5 L’ adjoint d’un opérateur borné

Définition 1.1.16 :(Opérateur adjoint)
Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert et A € L(H;,Hs). Alors il existe un unique
A* € L(Hy,Hy) tel que, pour tout ¢ € Hy et tout ) € Hs, on vait :

< Ap,p >=< p, A" >

Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert et A € L(H1,Hs). L’unique application linéaire
A* € L(Hy,Hy) tel que, pour tout ¢ € Hy et € Hy, on vait :

< A%w >Hy,=< QO,A*QZJ >Hy -
Remarque 1.1.3 :

De plus , on a ||A] = ||A*].

Preuve. Cette égalite définie un opéarteur adjoint de A noté A* de H dans H, ona

[A™|* = (A, Ay)

= (A4, ¢)
< [[AATD[[[l] (1.1.1)
1Al < JANA - (1.1.2)
ce qui implique que
[A™] < [ Alll[¥l
et par conséquent
[AT]] < [IA]l (*)

Inversememt,

[Agl? = (Ap, Ap)

= (A"Ap, p)
< |14 Aol ¢l
< [|1A*[[| A¢llllell-
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Donc

[Agll < [lA™[[l]l-

ce qui donne

IA[l < [IA™].

En combinant(x) et (x*) on obtient

[A[] = [lA™]

Exemple 1.1.4
1. Popérateur identité : Soit x,y € H. C’est clair que:
<lIlr,y >=<uzx,y>=<ux Iy >

d’ou I = 1"

2. On considére Popérateur Shift S:1?(C) — [?(C) défini par:

S(Il, T2, ) = (07 T, (L’Q)

Soient (z,,) et (y,) dans [*(C), alors :

<S*$myn> = <$nvsyn>
= <($1,I2,..),(0,y1,y2,..)>

= .7}1.0 + $2m+ $3E+

= (29, 23,..), (Y1, 72, ..))

Donc S* est défini par

S*($1, T, ) = (1‘2, 1‘3)

10
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Proposition 1.1.3 :Soient A et B deux opérateurs linéaires définis sur un espace de Hilbert

H dans lui méme alors, on a les relations suivantes:
1. (A+ B)" = A* + B*.
2. (aA)" = @A*. pour tout a € C.
3. (AB)" = B*A*.
4. I* =1.
5. (A*)" = A.
6. [|A] = A% = |44} .

Proposition 1.1.4 :Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert Hy

dans un espace de Hilbert Hy alors, on a

N(A) ={p € H,Ap =0} = R+(A").

en encore

N(A*) = {¢ € Hy, A*p =0} = R-(A).

Preuve.

En effet, soit ¢ € N(A) alors, pour tout 1) € Hy, on a A*p € R(A*). De plus
(Ap, ) = 0= (p, A").
D’ot, on obtient ¢ € R*+(A*), en encore
N(A) C R-(A").
Inversement, soit € RY(A*), alors, pour tout 9 € H,, on a. A*p € R(A*). De plus
(0, A%p) = 0= (A6,v).
D’o, on obtient § € N(A), Cest a dire

R+ (A*) € N(A).

11
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ou encore

N(A) = R+(A").

pour la deuxiéme égalité, il suffit de remplacer 'opérateur A par A* dans la paremiére

égalité et en vertu de la proposition, il vient N(A*) = R+(A4*)* = R*(A). m

1.1.6 Opérateurs positif, normal, unitaire,auto-adjoint

Définition 1.1.17 ( Opérateur positif)
Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert H dans lui méme, on dit A

est un opérateur positif et que l’'on note A > 0, si pour tout ¢ € H, on a
<Ap, o> >0.

Racine carrée d’un opérateur

Soit A € L(H) , l'opérateur positif R est dit racine carrée de 'opérateur A si, on a la

relation

A=R? ou encore R = VA.

12



1.1. Opérateur borné

Définition 1.1.18 (Opérateurs normal)

Soit H un espace de Hilbert et A € L(H). On dit que A est un opérateur normal si :

ATA = AA™.

Exemple 1.1.5 La mutiplication A, par une fonction mesurable bornée ¢ est un opérateur

normal sur L*([0,1]), car:
Ap : L*([0,1]) — L*([0,1]),¢ € C[0,1]

(Apf)(t) = @) f(2)

(Aof.9) = (f.Ax9),Yf.g € L*([0,1])
(e (1), 9(t)) = (f(t),0(D)g(t))
donc
(A"pg)(t) = p(t)g(t)
d'ou P
A = A
Alors,

ALA, = AgAy = ApAg = ALA7
Donc A, est un opérateur normal.
Exemple 1.1.6 Soit l'opérateur shift
S(z1,x,...) = (0,21, 29, ...)
pour (x1,Ts,...) € L*(C) On a précédent S*S = Iy et
S*(x1, g, ...) = (w9, x3, ...)

d’ot
SS*(SL’l,QIQ, ) = S(IQ,SL’g, ) = (0,1’2,563, )

Alors SS* #£ 5*S, donc S n’est pas normal.

13
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Définition 1.1.19 (Opérateur unitaire)
Soit H un espace de Hilbert et A € L(H). On dit que A est un opérateur unitaire si :

A*A = AA* = Iy.

Définition 1.1.20 (Opérateur auto-adjoint)

Un opérateur A est dite auto-adjoint si A = A*, i.e :

(Ap,¥) = (0, A) Vo,p € H

L’opérateur identité I est un opérateur auto-adjoint car :1 =I *

(I, ) = (g, I"Y) Yo, € H.
Exemple 1.1.7

1/Considérons l'opérateur A défini sur L*(R) par
(Az)(t) = e (t)

A est un opérateur borné auto-adjoint. En effet ,

+o0

(Az,y) = /e"t'x(t)wdt

—00

+oo

- / o(t) Ty (D)) dt
= _<$,Ay) (1.1.3)

2/L’opérateur identité Iy est un opérateur auto-adjoint car :I};, = Iy

<[H'Z'7y> = <$7[;Iy> vway € H.

14
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1.1.7 Spectre d’un opérateur borné

Définition 1.1.21 :(Valeur propre)
On dit que A € C est une valeur propre de A si \I — A n’est pas injectif. Autrement

dit, I’ensemble des valeurs propres V p(A) .= {A e C / N( X — A) # {0}}.
N( A — A) est 'espace propre associé a A.

Définition 1.1.22 :(ensemble résolvant)

Soit A € L(H) On appelle ensemble résolvant de A l’ensemble suivant:

p(A) :={X € C tel que (A — A) est inversible }

Un élément de p(A) est appelé valeur résolvante de A

1. Si A € p(A) , on définit la résolvante R,(A) de A au point A par
Ry(A) := (M - A)~!

La résolvante Ry (A) est simplement notée R, .

2. Le spectre o (A) de A est 'ensemble
o (4) :=C\ p(4)
Un élément de o (A) est une valeur spectrale deA
Définitions 1.1.1 :Soit A € L(H)
1. On appelle spectre continu de A et on note par o.(A), 'ensemble

oc(A) :={X € C tel que (Al — A) injectif et R (Al — A) # R(\[ — A) = H}.

2. On appelle spectre résiduel de A et on note par o, (A), 'ensemble

o, (A) :={X € C tel que (A — A) injectif et R(A\] — A) # H}.
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1.2. Opérateur non borné

3. On appelle spectre ponctuel de A et on note par op (A), 'ensemble

op(A):={X € C tel que (A — A) n’est pas injectif }.

Les éléments du spectre ponctuel sont appelés les valeurs propre de A.

4. On appelle spectre discret de H, noté o, (A) ’ensemble des valeurs propres isolées de

H, de multiplicité finie.
Remarque 1.1.4 Le spectre o (A) est la réunion disjointe de trois ensembles
0 (A)=0.(A) Vo, (A)Uop(A).
1. Si A est inversible, alors o (A)™' ={ 1/A: A € o (A)}.

2. o(p(A)) = p(c (A)) pour tout polynome p € C[X].

1.2 Opérateur non borné

Définition 1.2.1 (Domaine d’un opérateur)
Soit A un opérateur définie sur D(A) C H dans H. D(A) est appelé le domaine de

lopérateur A et définie par :
D(A) =:{p € H telle que Ap € H}.

Définition 1.2.2 (Opérateur non borné)
Soit A un opérateur définie sur D(A) C H dans H. On dit qu’un opérateur linéaire A

définie sur D(A) est un opérateur non borné si :
D(A) # H.

Exemple 1.2.1 :Soit A l'opérateur de multiplication par x défini de L*(R) dans L*(R)

par:

A a pour domaine

16



1.2. Opérateur non borné

D(A) ={f € L*(R)/=f(z) € L*(R)}

tel que le produit scalaire sur L*(R) est

< fg>= /f(w)@dw

alors:

1 2
f@) = == € '(®).

mais zf(x) ¢ L*(R) car / xf(z)dz est divergente, alors A est un opérateur non borné.

1.2.1 Opérations sur les opérateurs non bornés

Définition 1.2.3 :St A et S, R sont des opérateurs dans Ha valeurs dans H
1. la somme A + S est définit par :
DA+ S)=D(A)ND(S)
(A+S)p=Ap+ Sp Yo e D(A+Y5)
2. L’opérateur produit (ou composition) RA est défini par :
D(RA) = {¢ € D(A) | Ap € D(R)},
(RA)p = R(Ap)Vp € D(RA).
3. La multiplication de A par un scalaire \ est définie comme 'opérateur :
M :D(A) — FE
© — M.

tel que :
st A=0alors D(AA) = E

si A # 0 alors D(AA) = D(A).
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1.2. Opérateur non borné

4. Associativiteé :

(R+S)+A=R+(S+A);S+A=A+S;(AS)R = A(SR).

5. La distributivité :

(R+S)A=RA+SA;A(R+S) D AR + AS.

Définition 1.2.4 :(Opérateur densément défini)
Soit H est un espace de Hilbert, un opérateur A de H dans H est dit densément défini

si son domaineD(A) est dense dans H, i.e.

1.2.2 Opérateur fermé

Définition 1.2.5 (Graphe d’un opérateur)
Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) C H — H un opérateur. Le graphe de A est le
sous—espace vectoriel noté G(A) de H x H défini par

G(A) = {(@, Ap), tel que p € D(A)}

Cette notion est importante puisqu’un opérateur est complétement déterminé par son
graphe. Ainsi, pour des opérateurs A et B , on a A = B(resp. A C B) si et seulement si
G(A) = G(B)(resp. G(A) C G(B)).

Définition 1.2.6 (Norme du graphe d’un opérateur)
Soit H un espace de Hilbert et A: D(A) C H — H. Il est clair que

(0, V) pay = (0, V) + (Ap, AY) g Vi, € D(A).

Définie un produit scalaire dans le domaine D(A). La norme correspondant

Iellow = /Il + IAgll. Ve € D(A).
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1.2. Opérateur non borné

Est appelée la norme du graphe de l'opérateur A, Elle est équivalent a la norme
el = llella + [[Aellm, Ve € D(A) .
Dans D(A).

Définition 1.2.7 (Opérateur fermé)

On dit qu’un opérateur A est fermé lorsque son graphe est fermé dans H x H e :
V(o,)n C D(A) et p, — 1 dans H et Ap, — 1, alors p € D(A) et Ap =1)

L’ensemble des opérateurs linéaires fermés de H dans H et & domaines denses est noté

C(H).

Théoréme 1.2.1 (Théoréme du graphe fermé) Soient E et F' deux espaces de Banach,
et soit A : E — F un opérateur linéaire. On suppose que le garphe de A est fermeé dans

E x F. Alors A est continue.

Proposition 1.2.1 Un opérateur linéaire A a domaine D(A) est fermé dans H
si et seulement si G(A) est un sous espace fermé de H x H. Si l'on munit H x H

du produit scalaire usuel :

((P1:02), (W1, V) s = (10101 + (P2 o)1 Vi, € Hii=1,2
H x H est alors un espace de Hilbert.
Preuve. :voir[19] m

Théoréme 1.2.2 Soient E et F' deux espaces de Banach, A : D(A) C E — F. Les

assertions suivantes sont équivalentes:

1- A est fermé.
2- Le graphe G(A) est un sous—espace fermé de E x F.

3- (D(A),||.||a) est complet, ou (D(A),(.)a) est un espace de Hilbert.
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1.2. Opérateur non borné

1.2.3 Adjoint d’un opérateur non borné

Nous étendons la notion d’adjoint pour les opérateurs linéaires non bornés dont le domaine

est dense.

Définition 1.2.8 :(Domaine de l’adjoint)
Soit A : D(A) C H — H wun opérateur dont le domaine est dense dans H. Le domaine
de l'adjoint A*de A est par définition :

D(A*) ={y € H : il existe C > 0 tel que 1 (Ap, )y 1< C||¢l|, pour tout ¢ € D(A)}.

Définition 1.2.9 (Opérateurs adjoints)
Soit A € C(H ), et considérons l’ensemble des points p € H tels que la forme linéaire
o — (Ap, 1) soit continue sur D(A) pour la norme induite par celle de H. Pour un tel
point p, cette forme linéaire se prolonge par continuité & l’espace H tout entier ; donc il
existe un élément de H, unique noté A*p puisque D(A) est dense dans H et déterminé par
I’égalité :
(Ap,¥) = (¢, A") pour tout ¢ € D(A)

Proposition 1.2.2 L’adjoint A* d’un opérateur a domaine dense A est fermé.

D(A*) ={y € H :il existe C > 0 tel que | (Ap,¥)n |< Cllg|l, pour tout ¢ € D(A)}.

Propriétés: Soit H espace de Hilbert et S, A, R :H — H
trois opérateurs non bornés densément définis, avec D(S + A) et

D(RA) dense dans H. Alors :
1. S* 4+ A" C (S+ A")" et A*R* C (RA)* ;
2. (A+al) = A* +al; et (aA)* =aA*, a e C\ {0} ;

3. SiS CA, alors S* D A* .
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1.2. Opérateur non borné

Remarque 1.2.1 VA € C(H) on a:
(1) N(A%) = R(A)*
(2) dim N(A*) = codim R(A) , dim N(A) = codim R(A")

(8) ona: N(A*)® R(A) = H si seulement si R(A) est fermé.

1.2.4 Spectre d’un opérateur non borné

Beaucoup de définitions et de résultats exposés dans la subsection précédente sont encore

valables pour des opérateurs non bornés, a condition qu’ils soient fermeés.

Définition 1.2.10 :Soit (D(A), A)opérateur non borné sur un Hilbert H de domaine dense.
On définit :
e ’ensemble résolvant de A

p(A):={ e C /(M —A): D(A) — H bijection d’inverse borné}

e le spectre de A
o(A):=C—p(A4)

e la résolvante de A

Ry(4) = p(A) — L(H)
A = (M= A

Exemple 1.2.2 :Soit A un opérateur (opérateur de multiplication) non borné et H = L*(R)

définit par :

De domaine

D(A) = {f € L’(R)/xf(z) € LR)}.
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1.2. Opérateur non borné

Alors D(A) est dense dans L?(R) et A est auto-adjoint, donc on a :

op(A) = ¢, 0.(A) =R, 0, (A) = ¢, p(A) = C\ R.

Théoréme 1.2.3 Le spectre d’un opréateur fermeé est une partie fermé de C
Preuve. vérifions simplement que [’ensemble résolvant d’un opérateur fermé A est ou-
vert.

soit N\g € p(A). pour tout A € C on a:
M — A= (Ml —A)(I+(X=X))R(N)

R(M\o) = (Mol — A)™! par définition

si A est telque | A — Xo |< |[R(Xo)|| 7Y, alors T+ (A — Xg)R(No) est inversible d’inverse

donné par
+oo

> (=1)™(A = X)"R(A)™

m=0

et donc R(\g) est aussi:
R(A) = (I + (A = 20))R(X0)) " R(Xo)-

Mazis contrairement a ce que l'on sait pour les opérateurs bornés, le spectre d’un

opérateur fermé peut-étre (¢), ou non-borné, égal a C tout entier m

Exemple 1.2.3 L opérateur differentiel. A= 4L : L*[a,b] avec A < a < b < .

D(A) = H'a,b).

VA € C lequation (AN — A)u = f n’a certairement pas de solution unique puisque tout
toutes les fonction t — Ce* . Sont des élements de D(A) solution de (A — A)u = 0. Dans
ce cas 0 (A) = C.

Si l’on restreint le domaine a D(A) = {u € H'[a,b];u(a) = 0}.

alors o (A) = ¢, car Y\ € C,Vf € L*[a,b] il existe un unique u € D(A) tel que

(M — A)u = f.

t

u(t) = —/e’\(t_s)f(s)ds.

0
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1.2. Opérateur non borné

1.2.5 L’inverse d’un opérateur non borné

Définition 1.2.11 (Inverse d’un opérateur non borné)
Soit H un espace de Hilbert A : D(A) C H un opérateur linéaire bijectif. On définit
Vopérateur A=' de H dans H telle que :

AAYf=f YfeH e AA'g=g Yge D(A).

L’opérateur A~' est dit linverse de A .

Proposition 1.2.3 :Soit H un espace de Hilbert, A un opérateur borné, ou non borné fermé
de domaine dense, et U un opérateur unitaire. On considére l'opérateur (fermé) de domaine

dense

Ay = UAU = UAU™.

Alors o (Ay) = o (A) et si A est auto adjoint, Ay lest aussi.

Théoréme 1.2.4 Si A € L(H) tel que | A|| <1, alors I — A est inversible, de plus

(I—-A)"= iA". (1.2.1)

n>0

Théoréme 1.2.5 Pour A € L(H), H est un Hilbert si A est auto-adjoint, alors toutes les

valeurs propres de A sont réeles.
Preuve. [17] =
Théoréme 1.2.6 Soit A un opérateur définie sur H dans H ’application résolvante de A :
R(A\, A)= (A — A)~! verifie les proprietés suivantes :
1* VA pe C (\pep(A))
R(X,A) - R(p, A) = (0= MR, A)R(p, A) = (0 — A)R(p, A)R(A, A).
2* R(., A) est une application analytique sur p(A)

3*siAeC: A > | Al ;alors A€ p(A) et R(N\A) = Z/\f}%

n=0
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1.2. Opérateur non borné

Preuve.
1%

RO\ A)— R(u,A) = (M — A — (ul — A

(
(AL — AT — (I — A)(ul — A)7]

= = A7~ A) — (A = A)J(ud — A)”
(k= AR A)R(u, A).

2% Soit Ay € p(A), D(No, || R(A\, A) ||7') est disque centre Ay et rayan r ;

r=|| R(\,A) ||~ alors A € D ona
M —A=1[I— (X —ANR(X, A)]( NI — A)
ona
(Ao = M) R(Ao, A) [[=] Ao = Al B(Xo, 4) [|< 1
car | \g— A | <r
donc d’ aprés le Téoreme précédent (1.2.4) I — (Ag — A\)R(\g, A) est un inversible.
D’ou I'inversible de (AI — A) car (Al — A) est inversible.

Et ona

RAA) = (M = A)7 = (Xl = A)7HT = (Mo = A)R(X, A)] 7
et la série

(1= (o= NRAo, A" = > (Ao = N"R(Xo, A)"
= ) (1) (A= X)"R(No, A"

n>0

d’ou R(., A) est une application analytique sur p(A).
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1.2. Opérateur non borné

3* Si|A|> | Allalors A€ Cet A #0

A Al
EYMPY

— || A" A ||< 1 d’aprés (02) I — A7'A est inversible, i.e. et ona

(I —A"tA)L = i(x%)n - irj
n=0 n=0

par conséquent

RMNA) = WM—-A = NI - X" =211 -114)7!
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Chapitre 2

Opérateur compact

2.1 Opérateur compact

Définition 2.1.1 (Opérateur compact)
On dit qu’un opérateur A € L(H) est compact si et seulement si pour toute suite (¢,,)nen

bornée de H, (A, ), ., contient une sous suite (Ap, ), .cx qui converge dans H.

Théoréme 2.1.1 Une combinaison linéaire A = a Ay + fAs d’ opérateurs compacts est un

opérateur compact.

Preuve. Soit {¢, } une suite borné de H est soit {Ayp, } une suite de H, alors

Ap, (z) = aAip,(x) + fAsp, () avec p,(r) € H, neN

Ay et Ay étant compacts, on peut extraire de {A;p, } et de {As¢p,} deux sous suites
covergentes qui donnent par leur somme une sous suite convergente de {Ay,, }, donc A est

compact. ®

Théoréme 2.1.2 Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l'un des

opérateurs A ou B est compact.

Preuve. Soit {¢, } une suite bornée de H, alors si B est un opérateur borné la suite
By, (x) est aussi bornée, et de la compacité de 'opérateur A il existe une sous suite de
A(Bg,,(x)) qui converge,ce qui implique que AB est compact. D’autres part si B est com-

pact, on peut extraire de la suite By, (7) une sous suite convergente By, ) (7), et de la
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2.1. Opérateur compact

continuité de Uopérateur A car il est borné la suite A(B,,,(z)) coverge, ce qui implique

que AB est compact. m
Définition 2.1.2 On dit qu’un opérateur A € L(H) et de rang fini si dim R(A) < oco.
Remarque 2.1.1 Un opérateur continu de rang fini est compact.

Proposition 2.1.1 Soit {A,} une suite d’opérateur continu de rang fini de H dans H et
soit A € L(H) tels que || A, — A ||— 0 alors A € K(H).

Preuve. [9] =

Théoréme 2.1.3 L’opérateur identique I de E € H dans H est compact si et seulement si

E est de dimension finie.
Preuve. 23| =

Théoréme 2.1.4 Un opérateur compact est un opérateur borné.

Preuve. [25] =
Théoréme 2.1.5 Soit A € L(H). Les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) A est compact.
(b) A* est compact.

(c) 1l existe une suite (A,,) d’opérateurs de rang fini qui converge vers A (pour la norme

opérateur).
Théoréme 2.1.6 : (Schauder)
A€ K(H) si et seulement si A* € K(H)
Preuve. [9] =
Théoréme 2.1.7 [15]

SiAe K(H), Be L(H), alors AB€ K(H) et BAe€ K(H)

27



2.2. Spectre d’un opérateur compact

2.2 Spectre d’un opérateur compact
Corollaire 2.2.1 Soit A € K(H) et T =\ — A Les suivantes sont équivalentes :

1. T est injectif.

2. T est surjectif.

Proposition 2.2.1 [}/
Pour tout A € L(H), le spectre o (A) est un ensemble compact non vide de C et

o (A) < [=[All, +[[All]-

Remarque 2.2.1 ] est clair que Vp(A). En général linclusion est stricte, il peut exister A

tel que:
N —A)={0} et R(M — A) # H.

(Un tel \ appartient au spectre mais n’est pas valeur propre).

Exzemple 2.2.1 H = [?
Au = (0;ug; ug.....) ot u = (ug;us.....) (i.e.A est le Shift a droit). Alors 0 € o (A) et
0¢ Vp(A).

Théoréme 2.2.1 Soit H un espace de Hilbert, A € K(H) avec dim H = oo: Alors on a
1. 0o (A)

2. 0 (A)\{0} = V(AN {0},

3. l'une des situations suivantes :

- ou bien o (A) =0,

- ou bien o (A)\{0} est fini

- ou bien o (A)\{0}est une suite qui tend vers 0.

Preuve. [4] =
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2.2. Spectre d’un opérateur compact

Lemme 2.2.1 Soit (A\,),>1 une suite de réels tous distincts telle que
A — A

et
A € 0 (A)NJ0}, Vn

Alors A = 0.
Autrement dit, tous les points de o (A) \{0}sont isolés.

Théoréme 2.2.2 Soit A € K(H). Alors le spectre de A est un ensemble au plus dénom-
brable qui contient 0. De plus si A € o (A) et A # 0, alors \ est une valeur propre de A , et
lespace propre correspondant N(k — \I) est de dimension finie. Enfin, si (\,) est une suite

d’éléments distincts de o (A), alors lim\,, = 0.

Lemme 2.2.2 Soit A € K(H) et posons T =1 — A. Soit M C H, un sous espace fermé
tel que T | est injectif. Alors il existe ¢ > 0 tel que || Tz > cl|z|| pour tout x € M, et donc

T (M) est un sous espace fermé.

Démonstration.

Sinon, il existerait une suite (z,) dans M avec |x,|| = 1 et Tx,, — 0. Comme A est
compact, quittte & passer & une sous suite on peut supposer que (Azx,) converge, mais
comme T + K = [, la suite (z,) convege aussi, soit z € M sa limite. On obtient Tz = 0
ce qui contient I’hypothése.

pour démontrer que T'(M) est fermé, soit (y,) une suite dans M tel que (T'y,,) converge.
L’inégalité démontrée précédement implique que (y,) est aussi de Cauchy, donc converge.

Si on note y sa limite, alors limTy, =Ty € T(M). =

Lemme 2.2.3 Soit A € K(H) et T =1— A. Alors N(T) est de dimension finie et R(T')

est un sous espace fermé.

Démonstration.
la premier point a été déja vu. Soit M = N(T)*. On vérifie que T(M) = T(H) = R(T)

et que T'| est injectif. Par le lemme précdent, R(T') et fermée. m
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2.2. Spectre d’un opérateur compact

Lemme 2.2.4 Si M et N sont deux sous espaces fermés de H avec M C N et M # N,
alors il existe » € N avec ||| =1 et d(v, M) = 1.

Démonstration.

Il suffit de choisir ¢ dans N N M+, m

Lemme 2.2.5 Soit A € K(H) et T =1 — A. Il n’éxiste pas de suite infinie (F,)n>0 ou

(Fh)n<o de sous espaces fermés de H tels que pour tout n:
F,.CFu1 , Fu#F,1 e T(F,1) CF,.

Démonstration.

Supposons 'existence d'une telle suite (F,),>o. Par le lemme précédent, on peut trouver
pour tout un vecteur x,,1 C F,.1 tel que ||z, 1] = 1 et dist(x,a1, F,) = 1. De plus le
sous espace F,, est invariant par A

(puisqu’il est invariant par [ et par T'). Si k <, le vecteur T'x; + Azy, est dans F;_q, et
donc

le — (Tl’l + AiUk)H 2 d(l’l, F},l) =1
Et donc contradiction m
Remarque 2.2.2 [l faut insister sur une différence essentielle entre les opérateurs bornés
et non bornés. On a vu précédemment que le spectre d’un opérateur borné est un ensemble

compact non vide de C . Pour un opérateur non borné, on peut seulement dire que le spectre

est un ensemble fermé de C.

En fait, il se peut trés bien que ce spectre soit, ou bien vide, ou bien non borné dans C,

donc non compact.
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2.3 Opérateurs a image fermée

Dans ce qui suit, on s’intéresse a la caractérisation de la classe des opérateurs linéaires

a images fermées dans H.

Notations 2.3.1 :On note souvent par cR(H), l’ensemble de tous les opérateurs & images

fermés dans H.

Définition 2.3.1 (Ascente et descente)
Rappelons que les noyaux et les images des itérés d’un opérateur linéaire A sur H forment

respectivement deux suites croissante et décroissante de sous espaces de H :
N(A%) = {0} C N(A) C N(4*) C ...

et
R(A%) = H D R(A) D R(A*) D ...

* L’ascente de A, le plus petit entier naturel p = p(A) tel que

N(AP) = N(APH),

* La descente de A, le plus petit entier naturel ¢ = g(A) tel que

R(A?) = R(ATH).

Définition 2.3.2 (Projection Orthogonale)
Soit H une espace de Hilbert et M,N deux sous-espaces fermé de H.
Notons par Pyret Py la projection orthogonale sur M et N respectivement alors si x € M

la distance d(x, M) entre x et M donné par :
da € Hi,Vp € H1,Y¢ € Hy d(p,a) <d(p,)

Donc

d(o, M) = [[(I = Par)ell = [l — Parel|
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Définition 2.3.3 On note P, la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel fermé
p de H .

St M et N sont deur sous-espace fermés de H , on pose :
g(M,N) = |[Pxu— Pyl
6(M,N) = |[(I - Pv)Pul

Alors g(M, N) définit une métrique sur la famille sous-espaces vectoriels fermés de H.

(voir[7])

Définition 2.3.4 Soit A un opérateur linéaire pas nécessairement borné. Alors on appelle

conorme de A et on note c(A) la quantité:

c(A) = inf —HA%OH
ol

ou linf . est pris sur tout les  # 0 tels que p € D(A) N N(A)*t. (Si A =0, on posera
(A) = +00 )

Définition 2.3.5 (inverse généralisé)

A, B deux opérateurs fermés d’un espace de Hilbert H dans lui méme de domaine D(A)et
D(B) respectivement dans H .

On dira que l'opérateur B est un inverse généralisé de A et on notera B(inv)A si seule-

ment st

R(B) € D(A) et R(A) € D(B),

et
ABA=A sur D(A)

BAB =B sur D(B)
Remarques 2.3.1

(1) Cette relation est symétrique .

(2) si B(inv)A alors AB est un projection tels que R(AB) = R(A), N(AB) = N(B).
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2.3. Opérateurs a image fermée

(3) l'opérateurs A |p(ayan(ayL— R(A) est injectif et & image dense dans R(A) on pose

B |ray= A" B |pyr=0.

Remarque 2.3.1 on a:

et
R(B) = R(A™Y) = D(A) N N(A)* C D(A).

Et il est claire ABA= A, BAB = B.
B(inv)A , R(A) est fermé = B est borné
l'opérateur B est appelé inverse de Moore-Penrose.

Proposition 2.3.1 soit A un opérateur alors :
X=NAaX

telle que X' est la fermeture de sous espace de X , alors A restreint D(A)N X' a une
inverse quelconque sur R(A) qui est un espace de banach. Par le théoréme du graphe fermé,

cet inverse est borné. Donc nous avons

!

lzlle < clAzlly 2 € D(A)NX (**)

Lemme 2.3.1 Soit A un opérateur linéaire défini sur X dans Y, si dim R(A) < oo (**)

vérifier, alors R(A) est fermé.
Preuve. Si¢, € R(A)ety, —wenY |ilyay, € D(A)N X tel que

Ap, =,

Dapres (**)

puisque X est fermé ,il y a un élément ¢ € D(A) et Ap =1). m
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2.3. Opérateurs a image fermée

Lemme 2.3.2 /8]
Il y a équivalence entre:
(a) R(A) est fermé,
(b) [|Apll > c|lo|l, pour tout ¢ € N(A)- N D(A) avec ¢ une constante strictement positive.

Remarque 2.3.2 a partir de la preuve ci -dessus, nous enregistrons que plus généralement

les déclaration suivantes sont vraies pour tous les opérateurs fermés :

(1) R(A) = R(A)*

(2) R(A) est fermé si et seulement si R(A*) est fermé dans H

(3) N(A*) @ R(A) = H si et seulement si R(A) est un sous-espace fermé dans H.
Théoréme 2.3.1 [8/soit A € C(H). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:
1) R(A) est ferme.

2) R(A*) est fermé.

3) A est borné.

Proposition 2.3.2 soit A € C(H) densément défini. alors nous avons ce qui suit :
1) si R(A) est fermé,Alors c¢(A) = H,4+T|'
2) c(A*A) = c(A)?

Théoréme 2.3.2 Soit X,Y des C— espaces de Banach et A € L(X,Y).

Alors A est d’image fermée si et seulement s’il existe ¢ > 0 tel que :
[Apl| = c.d(p, N(A)),Ve € X.
Preuve. [1] =

Théoréme 2.3.3 Soit A € L(H), comme précédemment. Si il existe un sous-espace fermé

Yo tel que R(A) @ Yy est fermé, alors A est un opérateur & image fermée.
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2.3. Opérateurs a image fermée

Corollaire 2.3.1 Soit A € L(H), comme avant.

Si R(A) admet un supplémentaire, alors A est un opérateur a image fermée.

Preuve. Il s’agit d’un résultat immédiat du théoréme précédent, vu que si R(A) admet
un supplémentaire, il existe Yy tel que R(A) @Y, =Y qui est fermé. Par le théoreme, R(A)

doit donc étre fermée. m
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Chapitre 3

Opérateurs semi-Fredholm

Dans ce chapitre, on étudie les opérateurs de Fredholm, ainsi que leur stabilité, on s’intéresse
aussi aux propriétés fondamentales de ces opérateurs de Frédholm et la théorie de pertur-

bation. On donnera quelques théorémes de stabilité.

3.1 Opérateurs de Fredholm

Définition 3.1.1 Soit H un espace de Hilbert et F' C H un sous espace vectoriel (non
supposé fermé), on appelle codimension de F la dimension de % On note codim F =
dim(%). Ici % est l’espace vectoriel quotient, qui est une notion purement algébrique et

n'utilise pas la structure d’espace de Hilbert .

H

. N L
7 est isomorphe a F

lorsque F est fermé, on a la somme directe H = F & F*+, donc

et codim F' = dim().

Définition 3.1.2 A € C(H) est dit de Fredholm et sera noté A € F(H) si et seulement

si les conditions suivantes sont satisfaites:

(1) R(A) est fermé dans H .

(2) max{dim N(A), dim N(A*)} < oo.

36



3.1. Opérateurs de Fredholm

- A est dit semi-Fredholm et on note A € sF(H) si et seulement si A € C(H) et les

conditions (1) et (2) sont vérifiées ou:
(2") min{dim N(A), dim N(A*)} < oo
Notations 3.1.1 on note :
1/ a(A) =dim N(A),

2/ B(A) = dim N(A%).

Alors on définit 'indice de A par :
ind(A) = dim N(A) — codim R(A).

Définition 3.1.3 (spectre essentiel)

Pour tout A de C(H), on appelle spectre essentiel de A, 'ensemble o.(A) defini par:

0.(A) ={A e C: A— Al nlest pas semi-Fredholm} .

alors 0.(A) est un ensemble compact de C, non vide inclus dans le spectre classique

(0.(A) S a(A) ).

Proposition 3.1.1 Un opérateur de Fredholm A est d’image fermée, en conséquence on a

la formule:

ind(A) = a(A) — B(A). (3.1.1)

Démonstration.

Soit A un opérateur de Fredholm. Quitte & remplacer A par A |N(A)L, on peut supposer
que A est injectif. Comme R(A) est de codimension finie, il existe ¢, 15, ....,1, € H tels
que {R(A)+ v, R(A) + s, ..., R(A) + 1, } soit une base de %. Définissons un opérateur

T:H®R"— H par T(gp,v):AQO—I-ZUﬂDj-

j=1
Alors T est continu et bijectif, et donc inversible. Ainsi il existe une constant ¢ > 0 tel
que ||T(p,v)|| > ¢|/(¢,v)| pour tout ¢, v..En particulier || A(y)|| > ¢||¢| pour tout ¢, ce qui

implique que R(A) est fermée. m

37



3.1. Opérateurs de Fredholm

Théoréme 3.1.1 si A un opérateur compact, alors [ — A est de Fredholm, et ind(I—A) = 0.

Démonstration. On démonontré que N (I — A) est de dimension fini lorsque A est
compact. De méme, N(I — A*) est de dimension finie donc R(I — A) est de codimension
finie et I — A est de Fredholm .

pour montrer que l'indice est nul, nous allons pocéder par récurrence : pour n € N |
soit (pn) la propsition «pour tout opérateur A compact tel que dim N(/ — A) < n, on a
dim N(I — A) =dim N(I — A*)».

On a vu que si I — A est injectif, alors il est aussi surjectif, et donc I — A* est aussi
injectf. Ainsi (pg) est vraie.

Supposons que (p,_1) est vraie. Soit A un opérateur compact tel que dim N(/ —A) = n.
Alors I — A n’est pas surjectif, et comme on sait qu’il est d’image fermée on peut choisir
Yo € R(I — A)*, avec yo # 0.

De méme on peut choisir 20 € N(I — A), o # 0. Posons alors A'(h) = A(h) + (h, z0)yo.
Alors A" est compact (c’est la somme d’un opérateur de rang 1).

De plus (I — A")(h) = 0 si seulement si (I — A)(h) =0et h L 20, donc dim N(I — A") =
dimN(I — A) — 1.

De méme on a A*(h) = A*(h) + (h, z0)yo donc dim N(I — A™) = dim N(I — A*) —

On sait d’apres I'hypothése de récurrence que dim N(I — A") = dim N(I — A™), et donc
dimN(I — A)=dim N(I — A*). m

Exemple 3.1.1 Considérons deux espaces de Banach X et'Y de dimensions finies.
(Par exemple R™ et R™ muni de la norme euclidienne.) Soit A : X — Y un opérateur
linéaire continu. Supposons que, dim(N(A)) et dim(N(A*)) sont finies et R(A) est fermée,

étant de dimension finie. Alors,

ind(A) = dim(N(A (N(A))

(N(A4)) -
— dim(N(A)) — dim(Y/R(A))
= dim(N(A)) — (dim(y) — dim R(A))
= dim(N(A)) — dim(y) + dim R(A)
= dim(X) — dim(y) € Z
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3.1. Opérateurs de Fredholm

Théoréme 3.1.2 Soit X et Y des espaces de Banach. Alors:

(i) K(X,Y) est un sous-espace fermé de L(X,Y);

(ii) F(X,Y) est un sous-espace de L(X,Y) et F(X,Y) C K(X,Y) ;

(iii) si Xyet Yy sont des espaces de Banach, U € L(X1,X), A€ K(X,Y) et S € L(Y,Y1),
puis SAU € K(X1,Y1). Si Ae F(X,Y), alors SAU € F(X4,Y1).

(iv) si Ae K(X,Y), alors A est de rang fini si et seulement si Ran(A) est fermé.
Preuve. [22] =
Proposition 3.1.2 Soit A € F(H). Si A est bijectif alors A est de Fredholm d’indice nul.

Preuve. si A est bijectif, Alors N(A) = {0}, par conséquent dim N(A) < 400 De plus
R(A) = Hoest un fermé et dim R(A*) = 0.
donc 'opérateur A est de Fredholm

ind(A) = dim(N(A)) — dim R(A")
— 0-0=0.

Proposition 3.1.3 Soit A € C(H) un opérateur de Fredholm. Alors son adjoint A* est

ausst un opérateur de Fredholm, on a
H=N(A)® R(A*) = N(A") ® R(A)

et
ind(A) = —ind(A")

De plus, A est bijectif si et seulement si A* est bijectif.

contre-exemple :I'opérateur nul A : X — Y, definie par A(z) = 0 pour tout x € X
entre deux espaces de Banach n’est pas un opérateur de Fredholm si la dimension de X ou

de Y est infinie.
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3.1. Opérateurs de Fredholm

En effet , si X est de dimension infinie, alors N(A) = X est de dimension infinie et si Y
est de dimension infinie, alors R(A) = {0} dont la codimension , qui est la dimension de Y,
est infinie

Soit X, Y des espaces de Banach et A € L(X,Y). Soit M, un sous-espace de X de
co-dimension finie n.

Alors A est de Fredholm si et seulement si la restriction Ay : M — Y est de Fredholm.

De plus,

ind(A) =indAg+n

Démonstration. [1] =

Théoréme 3.1.3 Soit X,Y, Z des espaces de Hilbert.
SiA:X =Y et B:Y — Z sont des opérateurs de Fredholm, alors BA est un opérateur
de Fredholm. De plus,
imdBA = indA + indB.

Preuve. [1]
Soit A ela bijection associée & A et posons Ay, la restriction de A & X (Notons que Ag
est aussi la restriction de A & Xj). Comme A est un isomorphisme et que B est Fredholm,

lopérateur BA est un opérateur de Fredholm avec
indBA = indB.

En identifiant X et Xy x {0}, on obtient que BA, est la restriction commune de BA et
BA a X,.

par le lemme précédent B;l est Fredholm < BA, est Fredholm < BA est Fredholm.

De plus

indB + dim(X /X))
— indBA — dim(Xy x Yo/ Xo x {0}) + n(A)
= indB + indA.
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3.1. Opérateurs de Fredholm

3.1.1 Alternative de Fredholm

A € sF(H) si seulement si l'alternative de Fredholm est vérifieé:

(i) Vf € H, léquation. Ap = f, ¢ € D(A) admet des solutions. Si seulement si f est
orthogonal & chaque solution ¢ de Ay* = 0.

(ii) I’équation Ay = 0, A*¢ = 0 posséde un nombre fini des solutions linéairement indé-

pandantes.
Proposition 3.1.4 soit A € K(H)
1/ N(I — A) est de dimension finie,
2/ R(I — A)=N(I — A*)*
3/ NI-A)={0} o RUI-A)=H
4/ dim N(I — A) =dim N(I — A*).
Preuve. [4] =

Remarque 3.1.1 [’Alternative de Fredholm concerne la resolution de l’equation u— Au =

f.
Notations 3.1.2 les propriétés des opérateurs de Fredholm sont les suivantes:

1- Pensemble F(H) est ouvert dans L£(H) et application A — ind(A) est continue sur

chaque compact,
2- tout opérateur A € F(H) est inversible modulo des opérateurs de rang fini, i.e

il existe

B e L(H) tel que (AB —1I) et (BA — I) soit de rangs finis

Inversement si A € L(H) et s’il existe B € L(H) tel que
AB-IT € K(H) et BA—I € K(H)

alors A € F(H)
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3.2. Propriétés et stabilité les opérateurs Semi-Fredholm

3-siAe F(H) et si B e k(H) alors
A+Be F(H) et ind(A+ B)=indA
4- si A€ F(H) et si B € F(H) alors
BA € F(H) et ind(BA)=ind(A)+ ind(B)

Théoréme 3.1.4 Soit E,F des C-espaces de Banach et A € L(E,F). Alors A est de
Fredholm si et seulement s’il existe T € L(E,F). tel que Ir — AT et Ip — T A sont des

opérateurs de rang fini.
Preuve. [1| =

Lemme 3.1.1 A un opérateur linéaire fermé, A est semi-Fredholm si et seulement si les

alternatives Fredholm restreintes suivantes sont satisfaites

1 pour tout arbitrage f € H, 'equation Ap = f € D(A), est résoubles si et seulement si f

est orthogonal a chaque solution ¢

A% = 0.

2 au moins 'une des equations Ay = 0, A*¢p = 0 n’a qu’une solution finement indepandante

de maniére lineaire.

Preuve. 23] =

3.2 Propriétés et stabilité les opérateurs Semi-Fredholm
Théoréme 3.2.1 A € sF(H) si et seulement si A* € sF'(H) :

Preuve. comme A est fermé ona (A*)* = A, il suffit donc demontrer que A* est semi

-Fredholm lorsque A est A* comme adjouter de A est fermé

dim N(A) = codim R(A") , dim N(A*) = codim R(A).
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3.2. Propriétés et stabilité les opérateurs Semi-Fredholm

(ii) pour A= (iii) pour A*
Demontrer par 'absurde (ii") est vraie pour A* aussi
(i") [A¢ll = cllell Ve € N(A)T ND(A).
Supposons qu'il existe " € N(A*)+ N D(A*) tel que
AT — 0, [lu"] = 1.

On doit avoir " = AyY", ™ € N(A)* ND(A).(due N(A*)® R(A) = H < R(A) fermé).

En outre
1= "I = (" ¢") = (A", ") = (Y A"p")
< wtillATe®(| n=1,2,....
a qui entraire que ||¢"|| — +oo. Soit 2" = II$ZH' Il claire que ||2"]| = 1, 2™ € N(A)*
nD(A),
(pn
A" = —— — 0, n — +o0.
1"

Donc (ii") ne peut pas etre vraie pour A (i.e. A n’est pas sF(H), contradiction) . m
Proposition 3.2.1 Si A € sF(H) alors A* € sF(H) donc ind(A) = —ind(A*).
Preuve. 12| m

Théoréme 3.2.2 pour tout A € L(H) N sF(H) et tout B € L(H); (A— B) € K(H)
= B € sF(H) etind(A) = ind(B)

Preuve. [24] =

Théoréme 3.2.3 (Théoréme de l’indice [27])
ind(A — A\u) est constant sur chaque composante connexe de P,(A) .

Les opérateurs sF'(H) ont deux propriétés importantes :

P, : l'ensemble des opérateurs sF(H) est ouvert dans C(H) muni de la métrique g.

Py : En 1958, T.Kato a demontré dans [16] le théoréme suivant:
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3.2. Propriétés et stabilité les opérateurs Semi-Fredholm

Théoréme 3.2.4 [16]
soit A € sF(H), alors il existe une décomposition directe H = M & N telle que:

(a) M et N sont invariants par A.

(b) A, est régulaire (c’est-a-dire R(A) | ), est un sous-espace fermé de H et contient:
N{(A | )"hneN.

N C D(A); dimN <oo et Aly est nilpotent.

cette décomposition est connue sous le nom de décomposition de KATO. Les opérateurs
admettant une telle décomposition ont été caractérisés en 1978 par J-P. LABROUSSE
dans [18] et on les appelle les opérateurs quasi-Fredholm (classe qui a été généralisée

recemment par M.MBEKHTA auz opérateurs dits pseudo-Fredholm)
Lemme 3.2.1 si A € F(X,Y) soit Y’ complementaire de R(A) en'Y, i.e..
Y=RAdY
alors il y a un opérateur borné de A'de Y a D(A) N X' tel que :
a) AT |y
b) A 'A=Ten D(A)NX’

c) AA™ =1 en R(A)

, . —1 . !/ .
Preuve. sur R(A), nous définissons A comme l'inverse de A .sur Y ;nous l'avons fait

disparaitre.En (2.2),cela definit A~!complétement . que c’est borné¢ de (2.1.1) =

Lemme 3.2.2 opérateur A verifier les conditions suivant:

AA = I+F  en D(A) ((3.2))
AA = I+F, en H

ou F; (resp.Fy ) est un opérateur borné dans H (resp.F» ) ayant image dans N(A)

Preuve. [26] m
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3.2. Propriétés et stabilité les opérateurs Semi-Fredholm

Lemme 3.2.3 Soit A un opérateur fermé densément défini de X a'Y supposons qu’il y ait
des opérateurs bornés Ay, Ay deY a X et des opérateurs compacts Kysur X, Ko surY tels

que:

AA = I+K, en D(A)
AAy = I+Ky en H

alors A € sF(H)
Preuve. [26] m

Théoréme 3.2.5 soit A€ sF(H) etT € sF(H), alors AT € sF(H) et:
ind(AT) = a(A) + B(T) ((3.3)
Preuve. [26 | =

Lemme 3.2.4 Soit H un espace de Hilbert continuellement inclus dans H tel que D(A)
soit dense dans H. Alors A € sF(H) implique A € sF(H), avec le méme a(A) et (A)

Théoréme 3.2.6 soit A un opérateur semi-Fredholm et K(H) un opérateur compact alors
(A+K) e sF(H) et ind(A+ K) =ind(A).

Preuve. d’apres lemme 3.2.1 il y a un opérateur A borné de H dans H et d’apres (3.2)

ona:

’

AA+K) = I+ F +AK en D(A)
AA+K) = I+ F,+KA en H

puisque A est borné,les opérateur AK et K Asont compacts. conséquent (A + K) €
sF(H) d’apres lemme 3.2.3 depuis A étant fermé,on peut faire D(A) dans un espace H de
Hilbert en

J’équipant de la norme graphique

el = llell + | Agll ((3-4))
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3.2. Propriétés et stabilité les opérateurs Semi-Fredholm

par le lemme 3.2.4 A € sF(H), avec a(A) et S(A) le méme.de plus A € sF(H) par le
lemme 3.2.1 conséquent par (3.2) et (3.3)

’

ind(A) + ind(A) = ind(I + F}) = 0 ((3.5))

ou la derniére égalité découle de la théorie de Riez classique .encore par lemme 3.2.4

nous avons (A + K)sF(H) et ainsi par (3.3)et(3.4)
ind(A+ K) +ind(A) = ind(I + F, + KA) =0

ceci avec (3.5) montre que ind(A + K) = ind(A) quand les deux sont considérés dans
sF(H).Mais c’est la méme chose quand ils sont considérés comme des opérateur dans sF'(H)

]
Proposition 3.2.2 Si A € sF(H) , alors :
(1) R(A) est fermé .

(ii) c(A) = c(A%).

Preuve. La restriction A de A a 'espace vectoriel R(A*) N D(A) peut étre ne comment
opérateur linéaire fermé de l'espace de Hilbert R(A*) dans l’espace de hilbert R(A) ayant
un inverse borné A~! et on a en particulaire ¢(A) = ||(A) ||~
Il est claire que ¢(A*) = [|(A*)~!||~".en utilisant la restruction corespandant A* de A*a

R(A) N D(A*). Qui est un opérateur lineaire de R(A) dans R(A*). Or A* =(A)* m
Lemme 3.2.5 A et B deux opérateurs semi-Fredholm si en plus
dim R(B*) < oo  dim R(A) < o0

et si au moins I'une des dimension dim R(B) ,dim R(A*) est également finie alors AB

est semi-Fredholm ,aussi
B*A*est semi-Fredholm et (BA)* = B*A*

Preuve. :[8] =
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3.3. Perturbation des opérateurs semi-Fredholm

3.3 Perturbation des opérateurs semi-Fredholm

Des fois, dans le but de prolonger le domaine d’inversibilité d’un opérateur, on pertube (or

lui rajoute)

par un opérateur compact bien choisi, de norme trés petite

*

I’ensemble des opérateurs semi-Fredholm & gauche definit:

O, ={Aec L(H): R(A) est fermé et a(A) est finie} .

*

I’ensemble des opérateurs semi-Fredholm & droite definit:

o ={Ae€ L(H): R(A) est fermé et a(A*) est finie} .

*

I’ensemble des opérateurs semi-Fredholm est:

sF=d,Ud_

I’ensemble des opérateurs de Fredholm est:

F=d,Nd_
Nous allons définir:
¢, (X):=d, (X, X) et o (X)=d_ (X,X),
tandis que
F(X):=F(X,X) et sF(X):=sF(X,X),

Théoréme 3.3.1 Supposons que X, Y et Z sont des espaces de Banach:
i) SiAc® (X,)Y)etT e (Y,Z) alors AT € ®_(X, 7).
ii) SiAed, (X,Y)etT € (Y, Z)alors AT € &, (X, 7).

iii) Si Ae F(X,Y) etT € F(Y,Z) alors AT € F(X, Z).
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Preuve. (i) A(X) et T(Y') sont complétés, puisqu'ils sont fermés et finite codimension-
nels. Ecrivez

Y=AX)®eM e Z=T()dN.

Puis

Z =N+ T(A(X)) + T(M) = TAX) + (N + T(M)),

ou N +T(M) est de dimension finie. Donc T'A(X') a une codimension finie,
c’est-a-dire AT € ®_(X, Z).

L’assertion (ii) est prouvée a partir de (i) par la dualité. En effet, A* et S*
sont, semi-Fredholm & droite et donc A*S* est semi-Fredholm & droite .

Par conséquent, T'A est semi-Fredholm & gauche.

L’assertion (iii) est évidente a partir de (i) et (ii). =

Théoréme 3.3.2 Soient X, Y et Z sont des espaces de Banach, A € L(X,Y), T €
LY, Z).

i) SiAT € ®_(X,Z) alors T € ®_(Y, Z).
ii) Si AT € ®,.(X,Z) alors Ae &, (X,Y).
iii) Si AT € F(X,Y) alors Ac o (X,Y) etT € ®_(Y, Z).

Preuve. (i) Puisque 7'(Y) D TA(X) alors codimT(Y) < codimTA(X) .
(i) SiTA € &, (X, Z) alors (TA)* = A*T* € &_(Z*, X*), donc A*est semi-Fredholm a
droite et donc A est semi-Fredholm & gauche.

(iii) Il est évident de (i) et (ii). m
Théoréme 3.3.3 Soit Ac L(X,Y) et K € K(X;Y)
(i) SiAc D, (X,Y) = A+ K € D, (X,Y).
(i) SiAcd (X,Y)= A+ K € d_(X,Y).

(iii) Si AesF(X,Y) = A+ K € sF(X,Y).
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Preuve. (i) Soit A € ®,(X,Y) et soit M; un sous-espace fermé de X tel que codim M; <
oo et inf Ax : x € My, x =1 = ¢ > 0.Puisque K est compact, il existe un sous-espace fermé
M, € X avec codim My < co et sup Az :x € Mo,z =1 > infAx — Kz :x € M,z > ¢/2.
Par conséquent A+ K € ¢, (X,Y).

(ii)) Si A € &_(X,Y) et K € K(X,Y), alors A* est semi-Fredholm & gauche et c est
compact. Par (i)

A* + K* est semi-Fredholm & gauche, et donc A + K est semi-Fredholm & droite.

(iii) Suit de (i) et (ii). m

Lemme 3.3.1 Soit A € L(H) un opérateur & image fermée. Supposons qu’il existe M un
sous-espace de H (non nécessairement fermé) tel que N(A)+ M est un sous-espace fermé,
alors A(M) est fermé. En particulier, si M est fermé. En particulier, si M est fermé

dim N(A) est finie alors A(M) est fermé.

Maintenant, on va énoncer 1'un des premiers théorémes importants de la théorie des
opérateurs semi-Fredholm établi en 1958 par T. kato [16]. Ce théoréme affirme que les

opérateurs semi-Fredholm sont stables par les petites perturbations. Plus précisément :
Théoréme 3.3.4 [15/

Soit A € L(H) un opérateur semi-Fredholm et S € L(H)) tel que || A — T ||< ¢(4),

alors:

i) T est semi-Fredholm;

i) o(T) < afA) et B(T) < B(A) ;
iii) ind(T) = ind(A)

Corollaire 3.3.1 [12]

soit A € L(H) un opérateur semi-Fredholm et 7' € L(H) tel que || T ||< ¢(A), alors il
existe un réel p > 0

tel que a(A + AT') et (A + AT) sont constantes pour tout 0 <| A [< p.
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Théoréme 3.3.5 [13/
soit A € L(H), alors ona:
1/ A€ &, siet seulement si il existe L € L(H) et Ky € K(H) tels que:
LA=1+ Ky;
2/ A€ ®_ siet seulement si il existe S € L(H) et Ky € K(H) tels que:
AS =1+ Ky;
Lemme 3.3.2 [13]

soit A € L(H), alors il existe W une isometrie si ind(A) < 0 (resp.ind(A) > 0) tel que
A=W |A]
et ind(A) = ind(W).

pour tout A de L(H), on note m¢(A), le module minimal essentiel de A, defini par:
me(A) =inf{\: X € o.(| A}
Théoréme 3.3.6 [2]
soit A € L(H), alors:
e m.(A) > 0 si et seulement si dim N(A) est finie et R(A) est fermé.

Auterment dit,

me(A) > 0 si et seulement si A € .
o Sim.(A) <0 et m(A*) >0, alors m.(A) = m(A*).
Remarque 3.3.1
1) Si a(A*) (resp. a(A) ) est infinie, alors m.(A) > me(A*). (resp m.(A*) > m.(A)).

2) Si a(A) (resp. a(A*) ) est finie, alors m.(A) > m.(A*). (resp m.(A*) > m.(A)).
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3) a(A") > a(4) (resp a(4) > a(A%), alors m,(A) > m,(A%). (resp me(A%) > me(4).
Définition 3.3.1 soit A € L(H) ,alors:
me(A) =inf{\ > 0:dim E(]A — e, A\ +¢[)H est infinie,pour tout € > 0}.

Géomeétriquement m.(A) est le rayon de la plus grande boule ouverte
incluse dans ’ensemble des opérateurs semi-Fredholm & gauche et de centre

lopérateur A. Ce résultat est basé sur le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.7 Soit A un opérateur semi-Fredholm d’indice n € Z et T € L(H) tel que
| A—=T || < max{m.(A) ,m.(A") } alors
1. T' est semi-Fredholm;
2. ind(A) =ind(T) =n

Démonstration. m

Quitte a permuter les roles de A et A* on peut supposer que m.(A) = max{m.(A4) ,m.(A*) }

, sinon on passe a l’adjoint. Donc m.(A) > 0,car dans ’hypothése on a supposé que
max{m.(A4) ,m.(A*) } > 0.

D’autre part, soit c.(A) = inf{o.(| A | \0)}, la conorme essentielle de A.Alors, on
remarque que c.(A) = m.(A)

si me(A) > 0, Or, d’apres le Théoréme 2 [16] il existe K un opérateur compact tel que

ce(A) = ¢(A+ K). Donc :
0<||A=T [[< me(A) = ce(A) = c(A+ K).

D’ou

[A+K—(T+K) <A+ K). (%))

D’ailleurs, puisque A € &, T'+ K est aussi un élément de ®.Ainsi, on

conclut par(*) et le lemme 3.3.1, que T+ K € & et

ind' (A) = ind(A+ K) =ind(T + K) = ind(T).
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3.4 Opérateurs réguliers

Définition 3.4.1 soit A un opérateur fermé de H dans H. On dira que A € C est un point

réqulier pour A si les conditions suivantes sont satisfaites:

(a) R(A — XI) est fermé dans H

(b) [N(A—XI)"] € R(A— XI) pour tout n € N.
Exemples d’opérateurs réguliers:

1) Ae C(H), A surjectif.

2) A e C(H), A injectif avec R(A) fermé.

L’ensemble des points réguliers pour A [noté reg(A)] est un ouvert dans C .
On a l'inclusion suivante : p(A) C reg(A), (il y a égalité si dim H < oo ou si A est
normal. Par définition A est normal si A € C(H) et A*A = AA*).

Proposition 3.4.1 [18]
Soit C' une composante connexe de reg(A) et notons S(H) l'espace des sous-espaces

fermés de H, muni de la métrique g. Alors les applications:

reg(A) — S(H), u— N(A—ul)
reg(A) — S(H), u— R(A—ul)

Sont continues sur C.
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Conclusion

teurs quasi Fredholm par J-P. LABROUSSE (elle contient en dennent les semi-Fredholm

comme cas particulier).

A est dit Q.F quasi-Fredholm de degré d si :
(a) VneN: n>d R(A")NN(A) = R(AY) N N(A).
(b) N(A)N R(A?) est fermé dans H.

(c) R(A)+ N(A9) est fermé dans H.
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